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LE COMPL ´EMENTAIRE DES PUISSANCES n-I `EMES
DANS UN CORPS DE NOMBRES EST UN ENSEMBLE
DIOPHANTIEN
par
Jean-Louis Colliot-The´le`ne & Jan Van Geel
Re´sume´. — Le cas n = 2 de l’e´nonce´ du titre est un the´ore`me de B. Poonen
(2009), qui utilise une famille a` un parame`tre de varie´te´s et un the´ore`me sur
l’obstruction de Brauer-Manin pour les points rationnels de ces varie´te´s duˆ a`
Coray, Sansuc et l’un des auteurs (1980). Pour n = p premier quelconque,
on dispose d’une famille de varie´te´s analogues, qui ont e´te´ conside´re´es par
A. Va´rilly-Alvarado et B. Viray (2012). Nous obtenons le re´sultat annonce´
en remplac¸ant ladite famille par sa puissance syme´trique (2p + 1)-ie`me, et
en appliquant un the´ore`me sur l’obstruction de Brauer-Manin pour les points
rationnels de telles puissances syme´triques reposant sur des travaux de l’un
des auteurs avec Swinnerton-Dyer (1994) et avec Skorobogatov et Swinnerton-
Dyer (1998), qui ge´ne´ralisent un travail de Salberger (1988).
Samenvatting. — Voor n = 2 is de bewering in de titel een stelling van
B. Poonen (2009). Hij gebruikt een e´e´n-parameter familie van varie¨teiten, en
een stelling van Coray, Sansuc en e´e´n van de auteurs (1980), over de Brauer-
Manin obstructie voor de rationale punten van deze varie¨teiten. Voor n = p,
p een willekeurig priemgetal, beschouwden A. Va´rilly-Alvarado en B. Viray
(2012) een analoge familie van varie¨teiten. We bewijzen de bewering in de
titel door deze familie te vervangen door de (2p + 1)-de symmetrische macht
ervan en door een stelling over de Brauer-Manin obstructie voor de rationale
punten van zulke symmetrische machten toe te passen. Deze stelling steunt op
werk van e´e´n van de auteurs met Swinnerton-Dyer (1994) en met Skorobogatov
en Swinnerton-Dyer (1998). Dat werk veralgemeent resultaten van Salberger
(1988)
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1. Introduction
Soient k un corps et n > 0 un entier. Un sous-ensemble D de An(k) = kn
est dit diophantien s’il existe une k-varie´te´ Z et un k-morphisme f : Z →
A
n
k tel que D = f(X(k)). Dans cette de´finition, on peut supposer Z affine.
On peut meˆme supposer que Z est un sous-sche´ma ferme´ de Am+nk pour un
certainm et que le morphisme f est induit par la projectionAm+nk → Ank . Une
union finie de sous-ensembles diophantiens dans An(k) est un sous-ensemble
diophantien. Nous montrons (The´ore`me 4.3) :
Pour tout corps de nombres k et tout entier r > 1, le comple´mentaire dans
k× de l’ensemble k×r des puissances r-ie`mes est un ensemble diophantien.
Pour r une puissance de 2, c’est un the´ore`me de B. Poonen [10]. Une
de´monstration “e´le´mentaire” du cas r = 2 sur k = Q vient d’eˆtre donne´e
par J. Ko¨nigsmann [9, Prop. 20 (b)].
Dans le cas r = 2, l’argument de Poonen utilise les surfaces de Chaˆtelet
d’e´quation affine
y2 − az2 = P (x)
avec a ∈ k× et P (x) polynoˆme se´parable produit de deux polynoˆmes Q(x)
et R(x) de degre´ 2. Pour de telles surfaces, il est e´tabli par Colliot-The´le`ne,
Coray et Sansuc [3] que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule obstruc-
tion au principe de Hasse pour les points rationnels sur de telles surfaces. Ce
re´sultat est ge´ne´ralise´ dans [4] a` tout polynoˆme P (x) de degre´ 4.
Poonen [10] part d’un contre-exemple au principe de Hasse d’e´quation
y2 − bz2 = Q(x)R(x) (il en existe [11]), puis conside`re la famille Uu a` un
parame`tre u ∈ k× de surfaces Uu d’e´quation y2 − buz2 = Q(x)R(x).
Un point cle´ est que l’ensemble des u ∈ k× sans obstruction de Brauer-
Manin pour l’existence de points rationnels sur Uu est un ensemble diophan-
tien, car d’apre`s [3], c’est l’image des points k-rationnels de Uu par le k-
morphisme Uu → Gm,k donne´ par la coordonne´e u.
Dans le cas r = p avec p premier quelconque, on conside`re les varie´te´s
de´finies sur un corps de nombres k contenant une racine p-ie`me de 1 par une
e´quation
Normk((bu)1/p)/k(Ξ) = P (x)
avec b ∈ k× fixe, u variant dans k×, et P (x) un polynoˆme se´parable
produit de deux polynoˆmes Q(x) et R(x) de degre´ p. Sous l’hypothe`se
de Bouniakowsky-Dickson-Schinzel, Colliot-The´le`ne et Swinnerton-Dyer
[5] montrent que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule obstruction
au principe de Hasse pour les points rationnels de telles varie´te´s. C’est ce
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qui a permis a` A. Va´rilly-Alvarado et B. Viray [15] d’e´tendre, de fac¸on
conditionnelle, l’argument de Poonen a` tout entier r.
L’article [5] e´tablit aussi un re´sultat inconditionnel : pour des varie´te´s du
type ci-dessus, l’obstruction de Brauer-Manin a` l’existence d’un ze´ro-cycle de
degre´ 1 est la seule obstruction [5, Thm. 5.1]. C’est une ge´ne´ralisation d’un
re´sultat de Salberger [13] sur les surfaces fibre´es en coniques.
L’ide´e nouvelle du pre´sent article est d’utiliser une version ≪ effective≫ de
ce re´sultat (Corollaire 3.2) : Il existe un entier N , premier a` p, inde´pendant
de u, avec la proprie´te´ suivante. Pour u ∈ k×, sur un mode`le projectif et lisse
convenable Xu d’une varie´te´ ci-dessus, s’il n’y a pas d’obstruction de Brauer-
Manin a` l’existence d’un point rationnel, alors il existe un ze´ro-cycle effectif
de degre´ N sur Xu, ce qui se traduit par le fait que le produit syme´trique
SymNXu posse`de un k-point. Cela permet de montrer que le comple´mentaire
de l’ensemble des points u ∈ k× pour lesquels Xu(Ak) 6= ∅ et Xu(Ak)Br = ∅
est un ensemble diophantien. Le reste de l’argument (The´ore`me 4.3) est alors
comme dans [10].
Pour e´tablir le re´sultat d’effectivite´, nous reprenons les de´monstrations de
[5], dans la version plus souple de´veloppe´e dans [6] (The´ore`me 3.1 et Corol-
laire 3.2). La me´thode donne N = 2p + 1. Comme nous l’a signale´ O. Wit-
tenberg au vu d’une pre´ce´dente version de cet article, un re´sultat d’effectivite´
plus ge´ne´ral a de´ja` e´te´ obtenu, par la meˆme me´thode, dans son article [17].
Si l’on admet un re´sultat alge´brique annonce´ par Salberger dans sa the`se
[12], mais non publie´, on peut se dispenser de revisiter les de´monstrations
des articles [5] ou [6], ou de citer [17]. Cette me´thode alternative donne
N = (p− 1)2. Le re´sultat de Salberger [12] est de´crit au §6, la variante de la
de´monstration du the´ore`me principal e´tant expose´e au §5.
Rappels et notations
On note A[n] le sous-groupe de n-torsion d’un groupe abe´lien A.
Soient k un corps et n un entier. On appelle extension cyclique K de k
de degre´ n une k-alge`bre e´tale K et une action de G = Z/n sur K qui fait
de SpecK → Spec k un G-torseur. En particulier par extension cyclique
de corps K/k, on entend dans ce texte une extension cyclique galoisienne
de groupe G = Z/n muni du ge´ne´rateur 1 ∈ Z/n. Ceci de´finit une classe
χK/k ∈ H
1(k,Z/n). Si n 6= 0 ∈ k, a` tout e´le´ment c ∈ k× on associe sa classe
dans k×/k×n ≃→H1(k, µn).
Pour K/k une extension cyclique de degre´ n premier a` la caracte´ristique
de k, et c ∈ k×, on dispose de l’alge`bre simple centrale cyclique (K/k, c) de
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degre´ n, dont on note encore (K/k, c) la classe dans le groupe de Brauer Brk,
qui est de´finie comme le cup-produit via
H1(k,Z/n)×H1(k, µn)→ H
2(k, µn)
de la classe χK/k et de la classe de c dans k×/k×n.
Supposons que k contient une racine primitive n-ie`me de 1, soit ζ . Le
choix d’un isomorphisme Z/n ≃→ µn permet d’identifier H1(k,Z/n) =
H1(k, µn) = k
×/k×n et (Brk)][n] = H2(k, µn) = H2(k, µ⊗2n ). ´Etant donne´s
b, c ∈ k×, on note alors (b, c)ζ ∈ (Brk)[n] le cup-produit des classes b et c
dans k×/k×n = H1(k, µn). Compte tenu de l’identification Z/n = µn, la
k-alge`bre k(b1/n) := k[t]/(tn − b) est munie naturellement d’une structure
d’extension cyclique de degre´ n, et l’on a (k(b1/n)/k, c) = (b, c)ζ ∈ Brk.
La lecture du pre´sent article requiert une certaine familiarite´ avec les ar-
ticles [5], [6], [10].
2. Alge`bre
Le lemme suivant est bien connu (cf. [8, Chapitres 4 et 5]).
Lemme 2.1. — SoitK/k une extension cyclique de corps de degre´ n premier
a` la caracte´ristique de k. Soit c ∈ k×.
(i) La k-varie´te´ affine Y d’e´quation NormK/k(Ξ) = c est un ouvert de
la k-varie´te´ de Severi-Brauer X d’indice n − 1 attache´e a` l’alge`bre simple
centrale (K/k, c).
(ii) La k-varie´te´ Y posse`de un k-point si et seulement si la classe de
(K/k, c) est nulle dans Brk.
(iii) On a une suite exacte
Z/n→ Brk → BrX → 0,
ou` 1 ∈ Z/n a pour image (K/k, c) ∈ Brk.
De´monstration. — En utilisant [8], on e´tablit ce lemme bien connu, a` un
point pre`s. L’exercice [8, Ex. 1], ou` il convient de remplacer bx par bxn,
donne un e´nonce´ d’e´quivalence birationnelle stable au lieu de (i) ci-dessus.
Esquissons comment l’on obtient (i). On a les suites exactes de k-tores
1→ R1K/kGm → RK/kGm
NormK/k
−→ Gm,k → 1
et
1→ Gm,k
x 7→x
−→ RK/kGm → RK/kGm/Gm,k → 1.
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Notons T1 = R1K/kGm et T = RK/kGm/Gm,k. Le choix d’un ge´ne´rateur de
Gal(K/k) de´finit un isomorphisme de k-tores T1
≃
→ T . La k-varie´te´ Y est un
espace principal homoge`ne sous le k-tore T1. C’est donc aussi un espace prin-
cipal homoge`ne sous le k-tore T . On a un plongement torique, de RK/kGm
dans W := RK/kGa \{0} ≃ Ank \{0}, qui induit un plongement torique de T
dans le quotient de W par l’action diagonale de Gm,k, quotient qui s’identifie
a` l’espace projectif Pn−1k . La k-varie´te´ Y est donc un ouvert dans la k-varie´te´
X = Y ×T Pn−1k quotient de Y × Pn−1k par l’action diagonale de T . Cette
k-varie´te´ X est une forme tordue de l’espace projectif. On a le diagramme
commutatif de k-groupes
1→Gm,k→RK/kGm→ T →1yid
y
y
1→Gm,k→ GLn,k →PGLn,k→1.
Ce diagramme induit un diagramme commutatif
H1(k, T ) →Brk
y
yid
H1(k, PGLn,k)→Brk.
La fle`che H1(k, T ) → H1(k, PGLn,k) envoie la classe de Y sur la classe de
X , et le compose´ k×/NK/kK×
≃
→H1(k, T1)
≃
→H1(k, T ) → Brk envoie la
classe de c sur la classe de l’alge`bre cyclique (K/k, c) (cf. [8, Cor. 4.7.4]).
Quant a` la fle`che H1(k, PGLn,k) → Brk, elle envoie la classe d’isomorphie
d’une varie´te´ de Severi-Brauer d’indice n− 1 sur sa classe dans le groupe de
Brauer. 
Proposition 2.2. — Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soient p un
nombre premier et P (x) ∈ k[x] un polynoˆme se´parable de degre´ 2p. Soit
K/k une extension galoisienne cyclique, de groupe G = Z/p. Soit U la
k-varie´te´ de´finie par
NormK/k(Ξ) = P (x) 6= 0.
(i) Il existe une k-compactification lisse X de U , e´quipe´e d’un morphisme
π : X → P1k e´tendant l’application (Ξ, x) 7→ x, dont la fibre ge´ne´rique
Xη/k(P
1) est une varie´te´ de Severi-Brauer de dimension p − 1, d’alge`bre
simple centrale associe´e l’alge`bre cyclique (K/k, P (x)), telle que pour M
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point ferme´ de P1k non ze´ro de P (x), la fibre XM est une varie´te´ de Severi-
Brauer sur le corps re´siduel k(M).
(ii) Si K n’est pas un corps, alors la k-varie´te´ X est k-birationnelle a` Ppk,
et Brk = BrX .
(iii) Supposons que K est un corps, et que P (x) = Q(x).R(x) avec Q(x)
et R(x) irre´ductibles de degre´ p et sans ze´ro dans K. Alors les alge`bres
cycliques (K/k,Q(x)) et (K/k,R(x)) dans Brk(x) ont une image dans
Brk(X) qui appartient a` BrX , et le quotient de BrX par l’image de Brk est
un groupe cyclique d’ordre p engendre´ par l’image de (K/k,Q(x)).
De´monstration. — (1) On conside`re la k-varie´te´ d’e´quation
NormK/k(Ξ) = P (x)
et U1 ⊂ U l’ouvert maximal sur lequel la projection U1 → A1k = Spec k[x]
de´finie par x est lisse.
Soit V la k-varie´te´ V d’e´quation
NormK/k(Θ) = P
′(y)
avec P ′(y) := y2pP (1/y). Soit V1 ⊂ V l’ouvert maximal sur lequel le mor-
phisme V1 → A1k = Spec k[y] de´fini par y est lisse.
On recolle la k-varie´te´ U1 et la k-varie´te´ V1 en une k-varie´te´W via x = 1/y
et y2.Ξ = Θ. On dispose donc d’un k-morphisme W → P1k a` fibres lisses,
dont toutes les fibres sauf celles au-dessus des points ferme´s a` support dans
P (x) = 0 sont ge´ome´triquement inte`gres.
Une variante du lemme 2.1 permet alors de construire une k-varie´te´ W ′
lisse e´quipe´e d’un morphisme W ′ → P1k dont les fibres au-dessus des points
ferme´s autres que ceux supporte´s dans P (x) = 0 sont des varie´te´s de Severi-
Brauer, et dont les fibres en les points ferme´s supporte´s dans P (x) = 0 sont
les fibres de W → P1k. En utilisant le the´ore`me d’Hironaka, on obtient alors
l’existence d’une k-varie´te´ projective X munie d’un k-morphisme π : X →
P
1
k, contenant W
′ comme ouvert, le morphisme π e´tendant W ′ → P1k.
L’e´nonce´ (ii) est e´vident : si K n’est pas un corps, alors NormK/k(Ξ)
s’e´crit comme un produit de variables inde´pendantes, et la k-varie´te´ de´finie
par l’e´quation
Y1 . . . Yp = P (x) 6= 0
est clairement k-rationnelle.
1. La proposition [15, Prop. 2.1] est incorrecte ; nous ne pouvons donc citer [15, §3].
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L’e´nonce´ (iii) est essentiellement de´montre´ dans [5, §2.2, Thm. 2.2.1].
Nous donnons les points principaux de la de´monstration, renvoyant le lecteur
a` [5, §1 et §2] pour des explications plus de´taille´es.
On fixe un ge´ne´rateur σ de Gal(K/k), et on note (K/k, c) = (K/k, σ, c).
On a la suite exacte (Lemme 2.1)
Z/p.(α)→ Brk(P1)
pi∗
−→ BrXη → 0,
ou` α = (K(x)/k(x), P (x)), qu’on note (K/k, P (x)). Soit γ ∈ BrX ⊂
BrXη. Il existe donc β ∈ Brk(P1) tel que γ = π∗(β).
Les fibres de π aux points ferme´s de A1k = Spec k[x] autres que ceux
de´finis par Q = 0 et R = 0 sont lisses et ge´ome´triquement inte`gres. La
comparaison des re´sidus de γ et de β entraıˆne que les re´sidus de β en tout
point ferme´ de A1k autre que Q = 0 et R = 0 sont nuls. La comparaison
des re´sidus de γ et de β au-dessus de Q = 0, resp. de R = 0, sur l’ou-
vert U1 ⊂ X , montre aussi que ResQ(β) ∈ H1(kQ,Q/Z), resp. ResR(β) ∈
H1(kR,Q/Z), ou` kQ, resp. kR, de´signe le corps re´siduel en Q = 0, resp.
en R = 0, s’annulent par passage a` K ⊗k kQ, resp. K ⊗k kR. Les groupes
H1(K ⊗k kQ/kQ,Q/Z) ≃ Z/p, et H1(K ⊗k kR/kR,Q/Z) ≃ Z/p sont
engendre´s par l’image d’un ge´ne´rateur χ de H1(K/k,Q/Z) ≃ Z/p. La k-
alge`bre (K/k,Q(x)) a sur A1k pour seul re´sidu χkQ en Q = 0. La k-alge`bre
(K/k,R(x)) a sur A1k pour seul re´sidu χkR en R = 0. On voit donc qu’il
existe des entiers r et s tels que β − (K/k,Q(x)r) − (K/k,R(x)s) ait tous
ses re´sidus triviaux sur A1k, donc par la suite exacte de Faddeev (cf. [5, §1.2])
soit dans l’image de Brk. Comme la classe α = (K/k, P (x)) ∈ Brk(P1) a
une image nulle dans Brk(X), on voit que γ ∈ BrX ⊂ Brk(X) est la somme
d’un multiple de π∗(K/k,Q(x)) et d’une classe dans Brk. Nous renvoyons a`
[5, Thm. 2.2.1] pour la de´monstration du fait que π∗(K/k,Q(x)) appartient
a` BrX , de´monstration qui utilise le fait que le degre´ de Q est p. Si la classe
π∗(K/k,Q(x)) ∈ Brk(X) appartenait a` l’image de Brk, d’apre`s le lemme 2.1
il existerait un entier r tel que
(K/k,Q(x))−r(K/k, P (x)) = (K/k,Q(x))−r(K/k,Q(x)R(x)) ∈ Brk(x)
appartienne a`Brk. Le calcul du re´sidu d’un tel e´le´ment au point ferme´R(x) =
0 donne r = 0. Et le re´sidu de (K/k,Q(x)) en Q(x) = 0 n’est pas nul. Ainsi
BrX/Brk est d’ordre p, engendre´ par la classe π∗(K/k,Q(x)). Le calcul de
re´sidu a utilise´ le fait que ni Q ni R n’ont de ze´ro dans K. 
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3. Arithme´tique
Soient k un corps de nombres et Ω l’ensemble de ses places. Pour v ∈ Ω,
on note kv le comple´te´ de k en v et pour v non archime´dienne, Fv le corps
re´siduel en v.
Comme mentionne´ dans l’introduction, le the´ore`me suivant, avec
pre´cise´ment la meˆme borne d ≥ d0, est un cas particulier d’un re´sultat
de Wittenberg [17, Thm. 4.8], re´sultat qui est une conse´quence de [6, Thm.
4.1]. Comme nous partons ici d’une hypothe`se sur les points rationnels et
non sur les ze´ro-cycles, la de´monstration que nous proposons est un peu plus
simple que celle de [17, Thm. 4.8]. Comme elle est courte, nous l’avons
conserve´e.
The´ore`me 3.1. — Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
inte`gre sur un corps de nombres k, e´quipe´e d’un morphisme projectif et plat
π : X → P1k a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre. Soit d0 la somme
des degre´s sur k des points ferme´s de P1k dont la fibre n’est pas lisse.
Supposons :
(i) Pour tout point ferme´ M ∈ P1k, de corps re´siduel k(M), la fibre
XM/k(M) contient une composante irre´ductible Z ⊂ XM , de multiplicite´ 1,
telle que la fermeture alge´brique de k(M) dans le corps des fonctions de Z
est une extension abe´lienne de k(M).
(ii) Il existe un ade`le dans X(Ak) orthogonal au groupe de Brauer ver-
tical de X , c’est-a`-dire au sous-groupe de BrX dont l’image dans Brk(X)
appartient a` π∗Brk(P1).
(iii) Le principe de Hasse vaut pour les fibres lisses de π au-dessus de tout
point ferme´ de P1k.
Alors, pour tout entier d ≥ d0, et tout ouvert de Zariski non vide V ⊂ P1k,
il existe un point ferme´ m ∈ V de degre´ d sur k, a` fibre Xm lisse contenant
un k(m)-point rationnel.
De´monstration. — On peut supposer que la fibre de π au-dessus du point a`
l’infini de P1k est lisse. Soit V ⊂ A1k le comple´mentaire de l’ensemble des
points ferme´s M dont la fibre XM/k(M) n’est pas lisse. Soit U = π−1(V ).
La projection π : U → V est donc lisse. Il suffit de modifier la de´monstration
de [6, Thm. 4.1]. Nous supposons que le lecteur a le texte [6] sous la main.
`A la page 19 de [6], au lieu d’appliquer [5, Thm. 3.2.2] aux ze´ro-cycles, on
applique [5, Thm. 3.2.1] aux points rationnels, c’est-a`-dire le lemme formel
d’Harari, comme c’est fait dans [6, (1.4)]. C’est-a`-dire que l’on commence
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comme dans la de´monstration de [6, Thm. 1.1], plus pre´cise´ment comme au
premier paragraphe de [6, p. 7].
Ceci donne des e´galite´s
∑
v∈S1
Ai,j(pv) = 0 ∈ Q/Z,
avec des pv ∈ U(kv) et S1 un ensemble fini de places contenant l’ensemble S
des places “de mauvaise re´duction”.
En utilisant le the´ore`me des fonctions implicites, pour chaque place v on
peut trouver des pv,l ∈ U(kv), l = 1, . . . , d, d’images respectives mv,l =
π(pv,l), tous distincts dans V (kv), tels que Ai,j(pv,l) = Ai,j(pv) ∈ Brkv pour
tout l.
On reprend alors la de´monstration de [6, Thm. 4.1], page 19, a` la formule
(4.3), en de´finissant pour chaque v ∈ S1 le ze´ro-cycle z2v sur U
z2v =
d∑
i=1
pv,l.
On continue alors la de´monstration, avec des polynoˆmes Gv(t) unitaires de
diviseur π(z2v) sur A1kv . Ces polynoˆmes sont de degre´ d (au lieu de 1 + Dds
avec les notations de [6]). Proce´dant comme au troisie`me paragraphe de la
page 20 de [6], en utilisant l’astuce de Salberger, comme de´taille´e au §3 de
[6]), on trouve un polynoˆme irre´ductible G(t) ∈ k[t], de degre´ d, de´finissant
un point ferme´ m ∈ V dont la fibre Xm/k(m) a des points dans tous les
comple´te´s de k(m), donc a un k(m)-point rationnel. 
Soit k un corps parfait, k une cloˆture se´parable de k. Pour N > 0 entier,
et toute k-varie´te´ quasi-projective U , on note SymNU le quotient de l’action
du groupe syme´trique SN sur le produit UN . On a une bijection entre les
ensembles suivants :
(i) Les k-points de SymNU .
(ii) Les ze´ro-cycles effectifs de degre´ N sur U .
(iii) Les ze´ro-cycles effectifs de degre´N sur U×kk qui sont invariants sous
l’action de Gal(k/k).
La bijection entre (ii) et (iii) est claire. Pour tout k-point de SymNU on
choisit un point (P1, . . . , PN) ∈ UN (k). Le ze´ro-cycle P1 + · · · + PN est
invariant sousGal(k/k). Inversement si P1+· · ·+PN est un ze´ro-cycle effectif
de degre´ N sur U ×k k invariant sous l’action de Gal(k/k), alors l’image de
(P1, . . . , PN) ∈ U
N (k) dans (SymNU)(k) est invariante sous Gal(k/k), donc
de´finit un k-point de SymNU .
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Corollaire 3.2. — Soit k un corps de nombres. Soit K/k une extension finie
cyclique de corps, de degre´ p. Soit P (x) = Q(x)R(x) un polynoˆme se´parable
de degre´ 2p produit de deux polynoˆmes irre´ductibles de degre´ p. Soit U =
U(K/k, P ) la k-varie´te´ affine, lisse, inte`gre de´finie par l’e´quation
NormK/k(Ξ) = P (x) 6= 0.
Soit X une k-varie´te´ projective et lisse, ge´ome´triquement inte`gre, contenant
U comme ouvert dense. S’il existe un e´le´ment {Mv} du produit
∏
v∈Ω U(kv)
orthogonal a` (K/k,Q(x)) ∈ BrX , alors il existe une extension de corps L/k
de degre´ 2p + 1 avec U(L) 6= ∅. En particulier les k-varie´te´s Sym2p+1U et
Sym2p+1X posse`dent un k-point.
De´monstration. — D’apre`s la proposition 2.2, il existe un tel mode`le X .
Les proprie´te´s d’invariance birationnelle du groupe de Brauer montrent que
l’e´nonce´ ne de´pend pas du choix du mode`le. D’apre`s la proposition 2.2, les
classes (K/k,Q(x))k(X) et (K/k,R(x))k(X) sont chacune dans BrX , leur
somme dans Brk(X) est dans l’image de Brk, et ce sont des ge´ne´rateurs
de BrX . Les hypothe`ses du the´ore`me 3.1 sont clairement satisfaites, avec
d0 = 2p. On choisit ici d = 2p+ 1. 
Remarque 3.3. — Dans le cadre du corollaire, les seulsAi,j intervenant dans
la preuve du the´ore`me 3.1 sont (K/k,Q(x))k(X) et (K/k,R(x))k(X), et ces
e´le´ments de Brk(X) sont ici dans BrX . On n’a donc pas besoin ici d’invoquer
le lemme formel d’Harari, l’hypothe`se donne les e´galite´s
∑
v∈S1
Ai,j(Mv) = 0 ∈ Q/Z,
avec Mv comme dans l’e´nonce´ du corollaire, et avec S1 e´gal a` l’ensemble fini
S e´vident des places de mauvaise re´duction.
Si l’on se limite a` p premier impair, ce qui suffirait ici, on peut aussi e´viter
les difficulte´s spe´cifiques aux places re´elles (voir a` ce sujet [5, p. 82, l. 6/8] et
[6, p. 17, l. 9/11]).
Proposition 3.4. — Soient p un nombre premier et k un corps de nombres
contenant une racine primitive p-ie`me de l’unite´ ζ . Il existe d ∈ k×, d /∈ k×p
et un polynoˆme se´parable P (x) = Q(x)R(x) ∈ k[x] avec Q(x) et R(x)
irre´ductibles de degre´ p, sans ze´ro dans K = k(d1/p), tels que toute k-varie´te´
X projective, lisse, ge´ome´triquement connexe k-birationnelle a` la k-varie´te´
U = U(K/k, P ) d’e´quation affine
NormK/k(Ξ) = P (x) 6= 0
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satisfasse :
(i) X posse`de des points rationnels dans tous les comple´te´s kv de k.
(ii) X ne posse`de pas de ze´ro-cycle de degre´ 1. Plus pre´cise´ment, l’alge`bre
A = (K/k,Q(x)) = (d,Q(x))ζ ∈ Brk(X) appartient a` BrX et, pour toute
famille {zv}, v ∈ Ω, de ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X , on a
∑
v∈Ω
A(zv) 6= 0 ∈ Q/Z.
(iii) On a (Sym2p+1U)(k) = ∅ et (Sym2p+1X)(k) = ∅.
De´monstration. — Si une k-varie´te´ X satisfait (i) et (ii), toute autre k-varie´te´
projective, lisse, ge´ome´triquement connexe k-birationnelle a` X satisfait (i) et
(ii).
L’e´nonce´ (iii) est une conse´quence imme´diate de l’e´nonce´ (ii). En effet U
posse`de de fac¸on e´vidente un point dans une extension de degre´ p.
Poonen [11, §5, Prop. 5.1] (cas p = 2) puis de fac¸on semblable Va´rilly-
Alvarado et Viray [15, Prop. 4.1] (cas p impair) construisent (au moins bi-
ratonnellement) une telle varie´te´ X avec des points rationnels dans tous les
kv mais telle qu’il y ait obstruction de Brauer-Manin a` l’existence d’un point
rationnel. Nous allons montrer que leur exemple satisfait aussi l’e´nonce´ ana-
logue pour les ze´ro-cycles de degre´ 1, a` savoir l’e´nonce´ (ii) de la proposition.
Ceci ne re´sulte pas formellement du cas des points rationnels (cf. [5, §10]).
Soit M ∈ N un entier tel que toute courbe plane projective lisse (et donc
ge´ome´triquement inte`gre) de degre´ p sur un corps fini F de cardinal au moins
M posse`de au moins 2p+ 1 points F-rationnels.
En utilisant le the´ore`me de densite´ de Chebotarev et la the´orie du corps de
classes, on trouve a, b, c ∈ k avec les proprie´te´s suivantes :
(1) b ∈ Ok, bOk ide´al premier, b ≡ 1 mod (1 − ζ)2p−1Ok, b >> 0 et
#Fb > M ,
(2) a ∈ Ok, aOk ide´al premier distinct de bOk, a ≡ 1 mod (1− ζ)2p−1Ok,
a 6∈ k×pb , a >> 0 et #Fa > M .
(3) c ∈ Ok, b | ac + 1.
Soient d = ab et K le corps k(d1/p). Soient Q(x) = xp + c et R(x) =
axp + ac + 1.
Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe et k-
birationnelle a` la k-varie´te´ U d’e´quation
NormK/k(Ξ) = Q(x)R(x) 6= 0.
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Suivant [11, Lemma 5.3], montrons que l’on a U(kv) 6= ∅ pour toute
place v.
Comme on a d >> 0, on a U(kv) 6= ∅ pour toute place archime´dienne.
Soit v une place finie de k diffe´rente de v = va, v = vb et telle que v(p) = 0.
L’extension k(d1/p)/k est non ramifie´e en v. Pour tout x ∈ kv avec v(x) < 0,
on a v(P (x)) = 2p, on a donc des points dans U(kv) avec un tel x.
Soit v une place avec v(p) > 0. L’entier d satisfait d = ab ≡ 1 mod (1 −
ζ)2p−1Ok. Soit h(x) = xp − d. Les e´le´ments p et (1− ζ)p−1 diffe`rent par une
unite´ dans Q(ζ). On en de´duit v(h(1)) > 2v(h′(1)), ou` h′(x) = pxp−1 est le
polynoˆme de´rive´ de h(x). Le lemme de Hensel assure alors l’existence d’une
solution (entie`re et congrue a` 1 modulo v) de xp − d = 0 dans kv. On a donc
U(kv) 6= ∅.
Soit v = vb. Alors a et c sont des unite´s dans kv. Les hypothe`ses assurent
que la courbe affine lisse zp = a(xp+ c) 6= 0 sur le corps Fv posse`de un point
Fv-rationnel. Il en est donc de meˆme de la courbe zp = (xp+c)(axp+ac+1) 6=
0 puisque vb(ac + 1) > 0. Par le lemme de Hensel, un tel point se rele`ve en
un point de zp = (xp + c)(a(xp + c) + 1) 6= 0 dans kv. Ainsi U(kv) 6= ∅.
Soit v = va. Sur le corps Fv, on trouve une solution de zp = xp + c 6= 0,
donc une solution de zp = (xp + c)(a(xp + c) + 1) 6= 0. Une telle solution
se rele`ve en une solution de zp = (xp + c)(a(xp + c) + 1) 6= 0 dans kv. On a
donc U(kv) 6= ∅.
D’apre`s la proposition 2.2, l’alge`bre cyclique A = (K/k,Q(x)) =
(d,Q(x))ζ appartient a` Br(X).
Soit v une place de k et soit L/kv une extension finie de corps, et w la
valuation sur L. L’application evA : X(L) → BrL ⊂ Q/Z obtenue par
e´valuation de A est continue. Par le the´ore`me des fonctions implicites, son
image est la meˆme que l’image de l’e´valuation de A sur U(L) :
evA : U(L) → BrL ⊂ Q/Z, P 7→ A(P )
Si d est une puissance p-ie`me dans L, l’image de evA est clairement nulle.
C’est le cas pour v place complexe et aussi pour v une place re´elle, puisque
l’on a a >> 0 et b >> 0, et donc d >> 0. C’est aussi le cas si v(p) > 0.
Soit v une place non archime´dienne de k distincte de va et de vb, avec
v(p) = 0. Si d est une puissance p-ie`me dans L, l’image de evA est nulle.
Supposons que d ne soit pas une puissance p-ie`me dans L. L’extension de
corps locauxKL/L est non ramifie´e, les normes sont exactement les e´le´ments
de valuation divisible par p. Soit (Ξ, x) ∈ U(L). De l’e´quation de U on de´duit
w(Q(x))+w(R(x)) ≡ 0 mod p. Si w(x) < 0, alors w(Q(x)) = w(xp+ c) =
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pw(x) ≡ 0 mod p. Supposonsw(x) ≥ 0. On a (axp+ac+1)−a(xp+c) = 1.
On a donc soit 0 = w(axp+ ac+1) soit 0 = w(a) +w(xp+ c) = w(xp+ c).
Donc w(Q(x)) = 0 ou w(R(x)) = 0. Comme on a w(Q(x)) + w(R(x)) ≡
0 mod p, on en de´duit w(Q(x)) ≡ 0 mod p. Dans tous les cas, on a donc
w(Q(x)) ≡ 0 mod p, et ceci implique (d,Q(x))ζ = 0. On voit donc que
pour toute place v non archime´dienne de k distincte de va et de vb, et toute
extension finie L/kv, l’application evA : U(L) → BrL ⊂ Q/Z a son image
nulle.
Soit v = va. Si w(x) < 0 alors Q(x) = xp + c est une puissance p-ie`me
dans L, et donc (d,Q(x))ζ = 0. Supposons w(x) ≥ 0. Alors axp + ac+ 1 ≡
1 mod a, ce qui implique que R(x) = axp + ac+ 1 est une puissance p-ie`me
dans L, et donc (d,Q(x))ζ = (d, R(x))ζ = 0.
On voit donc que pour toute place v 6= vb et tout ze´ro-cycle zv sur Xkv , on
a A(zv) = 0.
Soit enfin v = vb. L’e´quation de U donne
(d,Q(x))ζ + (d, R(x)ζ) = 0 ∈ Z/p ⊂ Q/Z = BrL.
Supposons w(x) 6= 0. On a w(ac+ 1) > 0. Ainsi R(x) = axp + ac+ 1 est le
produit de a et d’une puissance p-ie`me dans L. Donc (d, R(x))ζ = (ab, a)ζ , et
donc (d,Q(x))ζ = −(ab, a)ζ ∈ Z/p. Supposons w(x) > 0. De w(ac+1) > 0
on de´duit que c est une unite´ dans L et que −ac est une puissance p-ie`me
dans L. Alors Q(x) = xp + c est le produit de −a−1 et d’une puissance p-
ie`me dans L, donc (d,Q(x))ζ = (ab,−a−1)ζ = −(ab,−a)ζ . Si p est impair,
−1 est une puissance p-ie`me, donc −(ab, a)ζ = −(ab,−a)ζ . Si p = 2, on a
encore cette e´galite´, car (ab,−1)vb = 0 [11, Lemma 5.2]. Ceci est e´tabli en
utilisant (a,−1)vb = 0 (facile) et (b,−1)vb = 0 (obtenu via la formule du
produit). En conclusion, pour v = vb, toute extension finie L de kvb et tout
point P ∈ U(L), on a A(P ) = −(ab,−a)ζ = (b−1,−a)ζ = (b−1, a)ζ ∈ BrL.
Pour toute extension finie E/F de corps, le compose´ BrF → BrE → BrF
de la restriction et de la corestriction est la multiplication par le degre´ [E : F ].
Pour v = vb et zvb =
∑
i niPi un ze´ro-cycle sur Xkv , la valeur prise par A sur
ce ze´ro-cycle est donc
∑
ni[k(Pi) : k](b
−1, a)ζ ∈ Brkv,
soit encore deg(zvb)(b−1, a)ζ ∈ Brkvb . Si le ze´ro-cycle zvb est de degre´ 1, la
valeur prise est [(b−1, a)ζ]vb ∈ Brkvb ⊂ Z/p, et cette classe est non nulle, car
l’unite´ a n’est pas une puissance p-ie`me dans le corps re´siduel de kvb .
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On voit donc que pour toute famille {zv}, v ∈ Ω, de ze´ro-cycles de degre´ 1
sur X , on a ∑
v∈Ω
A(zv) = [(b
−1, a)ζ]vb 6= 0 ∈ Q/Z.

4. Le the´ore`me
Soient p un nombre premier et k un corps de nombres contenant une ra-
cine primitive p-ie`me ζ de 1, qu’on fixe, de´terminant ainsi un isomorphisme
Z/p
≃
→ µp sur k. Soient a, b, c, d ∈ k et Q(x), R(x), P (x) = Q(x)R(x)
comme dans la proposition 3.4 et sa de´monstration.
Soient A = k[u, 1/u] et B = k[u, 1/u][v]/(vp − du), avec le plongement
e´vident A →֒ B, qui fait de Spec B un A-sche´ma fini e´tale, plus pre´cise´ment
un Z/p-torseur.
Soit U le R-sche´ma lisse de´fini par
NormB/A(Ξ) = P (x) 6= 0,
ou` Ξ =
∑p−1
i=0 v
ixi. L’espace total U est affine, car donne´ par le syste`me
NormB/A(Ξ) = P (x), P (x)y − 1 = 0.
La fibre de U/R en un point u ∈ Spec R est note´e Uu. Pour u un k-point,
Uu = U(k((du)
1/p)/k, P (x)).
En utilisant le the´ore`me d’Hironaka, on construit un A-sche´ma inte`gre X,
projectif et lisse sur A, contenant le A-sche´ma U comme ouvert, tel que pour
tout k-homomorphisme A → k, i.e. pour tout choix de u ∈ k×, le A-sche´ma
X se spe´cialise en une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre
Xu = Xk((du)1/p)/k contenant U(k((du)
1/p)/k, P (x)) comme ouvert dense.
Lemme 4.1. — Soit C la k-courbe lisse de´finie par l’e´quation
zp = Q(x)R(x) 6= 0.
Il existe un ensemble fini S de places de k, contenant les places ar-
chime´diennes, tel que, pour toute place v /∈ S,
(i) On a C(kv) 6= ∅.
(ii) Pour tout u ∈ k×v de valuation v-adique v(u) non nulle modulo p,
l’alge`bre (u,Q(x))ζ , quand e´value´e sur C(kv), prend toutes les valeurs dans
Z/p ⊂ Brkv.
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De´monstration. — Soit v une place finie telle que Q(x)R(x) ait ses coeffi-
cients dans l’anneau Ov des entiers de kv, son coefficient dominant une unite´
dans Ov, et que p soit inversible dans Ov. Soit Fv le corps re´siduel en v. La
Fv-courbe Cγ de´finie par
zp1 = γQ(x) 6= 0, z
p
2 = γ
−1R(x) 6= 0,
est lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Son mode`le projectif e´vident dans P3
est une courbe intersection comple`te lisse Dγ de deux surfaces de degre´ p,
le genre de Dγ est donc p3 − 2p2 + 1. Sur une cloˆture alge´brique du corps
de base, on ve´rifie imme´diatement que le comple´mentaire de Cγ dans Dγ est
forme´ de 3p2 points.
Si le cardinal de Fv est plus grand qu’une constante de´pendant seulement
de l’entier p, par les estimations de Weil pour les courbes, pour tout γ ∈ F×v ,
la Fv-courbe Cγ contient un Fv-point. En associant au point de coordonne´es
(x, z1, z2) le point de coordonne´es (x, z = z1.z2) on de´finit un morphisme
de Cγ dans la courbe lisse d’e´quation zp = Q(x)R(x) 6= 0 sur Fv. Par le
lemme de Hensel, l’image d’un Fv-point de Cγ dans cette courbe lisse est un
Fv-point qui se rele`ve en un Ov-point de la courbe C. Sur un tel Ov-point,
l’alge`bre (u,Q(x))ζ a pour valeur γv(u) ∈ F×v /F×pv ≃ Z/p. Comme γ ∈ F×v
est arbitraire, ceci e´tablit le lemme. 
L’e´nonce´ suivant est la ge´ne´ralisation du the´ore`me 1.3 de [10] (cas p = 2).
C’est le The´ore`me 5.2 de [15].
Proposition 4.2. — L’ensemble des u ∈ k× tels que que l’on ait a` la fois
Xu(Ak) 6= ∅ et Xu(Ak)Br = ∅ forme un nombre fini de classes dans k×/k×p.
De´monstration. — Il est clair que chacune des deux proprie´te´s conside´re´es
ne de´pend que de la classe de u dans k×/k×p. Soient C et S comme dans le
lemme 4.1. On suppose de plus que S contient les places finies avec v(d) 6= 0,
c’est-a`-dire va et vb. Pour tout u ∈ k×, la courbe C est contenue dans Xu.
Soit u tel que Xu(Ak) 6= ∅. S’il existe une place v /∈ S telle que v(u) =
v(du) ∈ Z ne soit pas divisible par p, alors, d’apre`s le lemme 4.1, l’alge`bre
(du,Q(x))ζ parcourt sur C(kv) ⊂ Xu(kv) toutes les valeurs dans Z/p ⊂
Brkv. D’apre`s la proposition 2.2, la classe de (du,Q(x))ζ appartient a` BrXu et
engendre BrXu/Brk. Il ne saurait donc y avoir obstruction de Brauer-Manin
a` l’existence d’un k-point, et encore moins d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur Xu.
On voit donc que les u ∈ k× tels que Xu(Ak) 6= ∅ et qu’on ait obstruction de
Brauer-Manin a` l’existence d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 ont leur image dans le
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noyau de l’application
div : k×/k×p → ⊕v/∈SZ/p
et ce noyau est fini (finitude du nombre de classes et the´ore`me des unite´s de
Dirichlet). 
Nous pouvons maintenant donner la de´monstration du the´ore`me principal.
The´ore`me 4.3. — Soit k un corps de nombres. Soit r > 0 un entier. Le
comple´ment de k×r dans k× est un ensemble diophantien : il existe une
k-varie´te´ Z et un k-morphisme f : Z → A1k tel que f(Z(k)) soit le
comple´mentaire des puissances r-ie`mes dans k.
De´monstration. — Une re´duction connue [10, Cor. 1.2], [15, Lemma 5.3 &
Proof of Cor. 1.2, p. 133] montre qu’il suffit d’e´tablir le re´sultat lorsque r est
un nombre premier p, et que de plus k contient les racines primitives p-ie`mes
de l’unite´. On fixe une telle racine primitive p-ie`me ζ dans k.
Notons Hv = k× ∩ k×pv et Nv le comple´mentaire de Hv dans k×. Ce sont
des ensembles diophantiens (cf. [10, Thm 1.5]) stables par multiplication par
k×p.
Soit D1 l’ensemble des u ∈ k× tels que Sym2p+1Uu(k) 6= ∅. C’est un en-
semble stable par multiplication par k×p. C’est un ensemble diophantien, car
c’est l’image des points k-rationnels de la k-varie´te´ Sym2p+1A U par la projec-
tion naturelle Sym2p+1A U → Spec A = Gm,k ⊂ A1k. On a note´ ici Sym
2p+1
A U
le quotient du produit fibre´ de N exemplaires de U au-dessus de Spec A par
l’action de SN .
Soit D2 la re´union de D1 et des Nv pour v ∈ S, avec S comme au lemme
4.1. C’est un ensemble diophantien dans k× ⊂ k, stable par multiplication
par k×p.
Conside´rons le comple´ment E de D2 dans k×. C’est un ensemble stable
par multiplication par k×p. Pour tout u ∈ E, on a Xu(Ak) 6= ∅. D’apre`s
le corollaire 3.2, l’ensemble E est contenu dans l’ensemble C des u ∈ k×
tels que de plus Xu(Ak)Br = ∅. D’apre`s la proposition 4.2, l’ensemble C est
union d’un nombre fini d’orbites de k×p dans k×. Il en est donc de meˆme de
E. D’apre`s la proposition 3.4, l’orbite de 1, soit k×p, n’est pas dans D2, et elle
est dans E.
Le comple´ment D3 de k×p dans E est une union finie d’orbites de k×p dans
k×, chacune clairement un ensemble diophantien, donc D3 est un ensemble
diophantien. La re´union de D2 et de D3 est un ensemble diophantien D4 dont
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le comple´ment dans k× est pre´cise´ment k×p. Ainsi le comple´ment de k×p dans
k× est l’ensemble diophantien D4, ce qui e´tablit le the´ore`me 4.3. 
Remarque 4.4. — Dans la de´monstration, on peut remplacer l’ensemble
diophantien D1 par l’ensemble diophantien D′1 forme´ des u ∈ k× tels que
Sym2p+1Xu(k) 6= ∅. L’ensemble D′1 est stable par multiplication par k×p. Il
contient D1. On de´finit D′2 comme la re´union de D′1 et des Nv pour v ∈ S,
puis E ′ ⊂ E ⊂ C comme le comple´ment de D′2 dans k×.
5. Une variante de la de´monstration
Dans la de´monstration du the´ore`me 4.3, un ingre´dient cle´ est le corollaire
3.2 du the´ore`me 3.1.
En combinant un re´sultat non publie´ de Salberger (1985), de´crit dans l’ap-
pendice (paragraphe 6 ci-apre`s), on peut utiliser directement les the´ore`mes
principaux de [5] ou [6] sur les ze´ro-cycles pour donner une variante de
la de´monstration du the´ore`me 4.3, variante qui e´vite le corollaire 3.2 du
the´ore`me 3.1, et donc aussi ce dernier the´ore`me.
Le corollaire 3.2 du the´ore`me 3.1 e´tablit le re´sultat suivant :
Soit u ∈ k×. Si l’on a Xu(Ak)Br 6= ∅, alors Sym2p+1Xu(k) 6= ∅.
Voici comment e´tablir directement un substitut de ce re´sultat. D’apre`s [5,
Thm. 5.1] ou [6, Thm. 4.1], l’hypothe`se Xu(Ak)Br 6= ∅ implique l’existence
d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur la k-varie´te´ Xu. Le the´ore`me 6.5 ci-dessous,
avec s = 2p, donne alors l’existence d’un ze´ro-cycle effectif de degre´ (p−1)2
sur Xu. Ainsi Xu(Ak)Br 6= ∅ implique que u ∈ k× est dans l’image des
points k-rationnels de SymNAX via la projection Symp
2−2p+1
A X → Gm. On
proce`de alors exactement comme dans la de´monstration du the´ore`me 4.3, en
y remplac¸ant la projection Symp+1A U→ Gm par Symp
2−2p+1
A X→ Gm.
6. Appendice : Re´sultats d’effectivite´ pour les ze´ro-cycles sur les
familles de varie´te´s de Severi-Brauer
Soit p un nombre premier, k un corps contenant une racine primitive p-
ie`me de 1 et P (x) ∈ k[x] un polynoˆme se´parable de degre´ 2p. Soit K/k une
extension cyclique de corps, de groupe G =< σ >= Z/p.
Soit R1 la k[x]-alge`bre
R1 = ⊕
p−1
i=0K[x]ξ
i,
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avec x central et les relations ξp = P (x) et pour λ ∈ K, ξ.λ = σ(λ).ξ. Alors
R1 est un ordre maximal, et donc en particulier he´re´ditaire, dans l’alge`bre
simple centrale (K/k, P (x)) sur sur le corps k(x).
Notons P ′(y) = y2pP (1/y). Soit R2 la k[y]-alge`bre
R1 = ⊕
p−1
i=0K[y]η
i,
avec y central et les relations ηp = P ′(y) et, pour λ ∈ K, η.λ = σ(λ).η. Alors
R2 est un ordre he´re´ditaire sur k[y].
Les identifications y = 1/x et y2ξ = η permettent, sur k[x, x−1] et
k[y, y−1], de recoller les deux ordres he´re´ditaires en un faisceau R˜ de tels
ordres sur la droite projective P1k.
D’apre`s M. Artin [1], le foncteur F sur la cate´gorie des P1k-sche´mas dont
les points F (S) sur un P1k-sche´ma affine S sont les ide´aux a` gauche du fais-
ceau d’alge`bres R˜S qui sont localement libres de rang p comme faisceaux de
OS-modules, et qui sont localement facteurs directs comme OS-modules de
R˜S , est repre´sentable par un P1k-sche´ma projectif X ′.
Au-dessus de l’ouvert de P1k ou` l’alge`bre R˜ est d’Azumaya, ce sche´ma X ′
se restreint en un sche´ma de Severi-Brauer relatif. Toujours d’apre`s M. Artin
[1, Thm. (1.4)], la fibre ge´ne´rique de ce P1k-sche´maX ′ est la varie´te´ de Severi-
Brauer sur le corps k(P1) = k(x) associe´e a` la k(x)-alge`bre simple centrale
(K/k, P (x)).
Toujours d’apre`s M. Artin, la composante connexe du sche´maX ′ contenant
la fibre ge´ne´rique est un k-sche´ma re´gulier X = X(K/k, P ), donc lisse sur
k si car(k) = 0. Les fibres de π : X → P1k sont ge´ome´triquement connexes.
M. Artin ([1], voir aussi [7]), donne une description pre´cise des fibres non
lisses du morphisme projectif X → P1k, description dont nous n’aurons pas
besoin ici.
Le the´ore`me suivant est annonce´ et partiellement de´montre´ par P. Salberger
dans sa the`se [12].
The´ore`me 6.1. — [12, Cor. 5.9] Soit k un corps de caracte´ristique nulle. Soit
K = k(P1). Soit A une alge`bre a` division sur K d’indice premier p. Soit R˜
un faisceau d’ordres maximaux de A sur P1k. Soit π : X → P1k le sche´ma
comme ci-dessus. Soit s la somme des degre´s sur k des points ferme´s de P1k
au voisinage desquels la OP1k-alge`bre R˜ n’est pas une alge`bre d’Azumaya.
Tout ze´ro-cycle sur X de degre´ au moins e´gal a`
N0 = (1/2)(p− 1)(s− 2(p+ 1)/p)
est rationnellement e´quivalent sur X a` un ze´ro-cycle effectif.
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Ce the´ore`me ge´ne´ralise un re´sultat sur les surfaces fibre´es en coniques au-
dessus de la droite projective [2]. Salberger donne un e´nonce´ plus ge´ne´ral,
au-dessus d’une courbe de genre quelconque. Sa de´monstration utilise une
version de l’ine´galite´ de Riemann pour les ide´aux des ordres maximaux sur
une courbe due a` Witt [16], et reprise en particulier dans [14].
Corollaire 6.2. — Avec les notations et hypothe`ses ci-dessus, soit N =
N(p, s) ≥ 1 le plus petit entier congru a` 1 modulo p et au moins e´gal a`
(1/2)(p− 1)(s− 2(p+ 1)/p). Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(a) X posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1.
(b) X posse`de un ze´ro-cycle effectif de degre´ N .
(c) Le produit syme´trique SymNX posse`de un k-point.
Donnons un e´nonce´ analogue pour toute kvarie´te´ projective et lisse k-
birationnelle a` X .
Le lemme suivant est une extension aux ze´ro-cycles du lemme de Lang–
Nishimura [3, Lemme 3.1.1].
Lemme 6.3. — Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X une k-
varie´te´ lisse inte`gre et Y une k-varie´te´ propre. S’il existe une application
k-rationnelle f de X vers Y , et si X posse`de un ze´ro-cycle effectif de degre´
N , alors Y posse`de un ze´ro-cycle effectif de degre´ N .
De´monstration. — Soit z un tel ze´ro-cycle. On e´clate le support du ze´ro-
cycle. Ceci donne une k-varie´te´ lisse X ′ et une application k-rationnelle f ′ de
X ′ vers Y , qui est de´finie sur le comple´mentaire d’un ferme´ de codimension 2
de X ′. La fibre au-dessus d’un point ferme´ P dans le support de z est un
espace projectif Pd−1k(P ). Il existe donc un ze´ro-cycle effectif z′ de degre´ N
dans l’ouvert de de´finition de f ′. L’image de ce ze´ro-cycle par l’application
f ′
∗
est un ze´ro-cycle de degre´ N dans Y . 
Lemme 6.4. — Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soient X et Y deux
k-varie´te´s propres et lisses, ge´ome´triquement connexes, k-birationnelles entre
elles. Si pour un entier N > 0 tout ze´ro-cycle sur Y de degre´ N est rationnel-
lement e´quivalent sur Y a` un ze´ro-cycle effectif, et si X posse`de un ze´ro-cycle
de degre´ N , alors X posse`de un ze´ro-cycle effectif de degre´ N .
De´monstration. — Il existe des ouverts non vides U ⊂ Y et V ⊂ X qui
sont k-isomorphes. Soit z un ze´ro-cycle sur X de degre´ N . Par un lemme de
de´placement facile, ce ze´ro-cycle est rationnellement e´quivalent sur X a` un
ze´ro-cycle de degre´ N a` support dans V . On conside`re le ze´ro-cycle image
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dans U . Il est de degre´ N . Sur Y , il est rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-
cycle effectif de degre´ N . Le lemme 6.3 e´tablit l’existence d’un ze´ro-cycle de
degre´ N sur X . 
Nous pouvons maintenant e´noncer le corollaire suivant du re´sultat de Sal-
berger.
The´ore`me 6.5. — Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X → P1k
un k-morphisme de k-varie´te´s projectives et lisses ge´ome´triquement inte`gres
dont la fibre ge´ne´rique est k-birationnelle a` une varie´te´ de Severi-Brauer
d’indice premier p, d’alge`bre associe´e A/k(P1). Soit s la somme des degre´s
sur k des points ferme´s de P1k ou` l’alge`bre A a un re´sidu non trivial. Soit
N = N(p, s) ≥ 1 un entier congru a` 1 modulo p et au moins e´gal a` (1/2)(p−
1)(s− 2(p+ 1)/p). Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(a) X posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1.
(b) X posse`de un ze´ro-cycle effectif de degre´ N .
(c) Le produit syme´trique SymNX posse`de un k-point.
De´monstration. — Soit A/K = k(P1) l’alge`bre simple centrale associe´e a`
la fibre ge´ne´rique de π. Si A n’est pas une alge`bre a` division, alors c’est une
alge`bre de matrices, et la k-varie´te´ X est k-birationnelle a` Pp−1k ×k P1k, donc
a` P
p
k. Le groupe de Chow CH0(X) des ze´ro-cycles modulo l’e´quivalence
rationnelle sur X est alors e´gal a` Z, engendre´ par la classe d’un point k-
rationnel, et le the´ore`me est clair.
Supposons que A est une alge`bre a` division. Soit π : Y → P1k un mode`le
donne´ par le the´ore`me 6.1.
La conside´ration d’une fibre lisse sur un k-point de P1k montre que X et
Y posse`dent soit un k-point soit un point ferme´ de degre´ p sur k. Ceci e´tablit
en particulier que (b) implique (a). Supposons (a). D’apre`s ce qui pre´ce`de, il
existe un ze´ro-cycle de degre´ N(p, s) sur X . Le the´ore`me 6.1 et le lemme 6.4
donnent alors (b). Les e´nonce´s (b) et (c) sont clairement e´quivalents. 
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